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. Varianz und Standardabweichung einer Binomialverteilung

Fir Varianz und Standardabweichung einer Binomialverteilung mit der Zufallsgrofie X: Anzahl der

Erfolge gelten: V(X)=n-p-q und o=,V(X)= Jyn-p-q
Beweis:
1) | VX) =YL (a; —EX))* P(X = a;) Definition der Varianz
2) | v(X) = 31, D-Pex=a) 2. binomische Formel
3) | V(X) = X", (a? = 2a;np + (np)?) - P(X = @;) X)| l(bei Binomialverteilungen)
4) | V(X) = D [ ]—[ ] P(X = a;) + (np)? [ ] Klammer ausmultiplizieren
5 | VX)=¥",a?-PX=a) - X", 2anp-PX =a;) + X, (np)? - P(X = a;) Summen aufspalten
6) | V(X)=X! 1ai2 ‘P(X = a;) —[_]Z?=1[ ]+[ ]Z?=1[ ] Ausklammern
7) | V(X) =X af - P(X = a) — 2np -np + (np)? - X, P(X = a) | |
8) | VIX)=Y"r,a? - P(X =a;) —2np-np + (np)? - 1 | l
9) | VIX)=3X",a?-P(X = a;) —:]+ n?p? Termumformung
10) | VX)=Y",a? - P(X = a;) [_] Zusammenfassen
1) | V(X) =n?-p? —n-p? + np — n’p? Hilfssatz (siehe unten) mit ai = k
12) | V(X) = l l Zusammenfassen
13) | V(X) = l l Ausklammern
14) | V(X) = npq ged. | ]
I-)Iiilfssatz
ZkZ-P(X=k) =n?-p’—n-p*+n-p
=1
Beweis:
1) | Zk=1k? - P(X = k)
2) | =z, k2 () P a" [ )
3) | =XR_ k% [&: pkq™* (Z) aufldsen
4) | =n-(n—1)-Yp_ k- ([ﬁ()' (ﬁ),pkq" k Ausklammern
5)| =n-(n—1)[Si 1% k] Zahl mal Bruch
6) | =n-(n—1)- [Tho- — Lyt Distributivgesetz
7)|=n-(n—1)- [Z 1((: kz)),lz 3, kqn- "O Yk= 15 (krg,(zk)l o pkq"” "] Summen aufspalten
8) | =n (n— 1) [Sios oy PR e o P [ ]
9l=n-m-1)-T0 2% pRq" K +n-(n— 1) X0 1% kq"* | Distributivgesetz [ ]
10) | =n-(n—1)-37. 2% pkq" T +n - lmTﬁ;' pkqnk Distributivgesetz
11 | =nt-1 |5 2 (n—2- == 22)))1' a P B ey P | Auskiammenn
12) | =n-(n—1)-p? -Zkzzm)-pkz "k+n-p-2k_1([_])-pk tgnk (Z)anwenden
13) ::f;__[zigzlg(,np?qz ZZZ;; :)(7;1;)2-2 q”+3(+ ir)( o 3 v ] Summen ausschreiben
19| =n-u-0-p- ) o
15) [=n-(n—=1p*>- (D" +np- (D"} [ ]
16) |=n-(n—1)-p*>+np [ ]
17) | < )+ np q.e.d. | Distributivgesetz
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  𝝈 =  V  ( X ) =  𝐧 · 𝐩 · 𝐪


    ∑  i = 1  n  (     a  i − E ( X ) ) 2 ∙ P  ( X =   a  i )


    ∑  i = 1  n   (   a  i 2 − 2   a  i E  ( X ) +   E  ( X ) 2 ) ∙ P  ( X =   a  i )


    ∑  i = 1  n   (   a  i 2 − 2   a  i n p +    ( n p ) 2 ) ∙ P  ( X =   a  i )


    ∑  i = 1  n      a  i 2 ∙ P  ( X =   a  i ) − 2   a  i n p   ∙ P  ( X =   a  i ) +    ( n p ) 2 ∙ P  ( X =   a  i )


    ∑  i = 1  n    a  i 2 ∙ P  ( X =   a  i ) −   ∑  i = 1  n  2   a  i n p ∙ P  ( X =   a  i ) +   ∑  i = 1  n     ( n p ) 2 ∙ P  ( X =   a  i )


    ∑  i = 1  n    a  i 2 ∙ P  ( X =   a  i ) − 2 n p ∙   ∑  i = 1  n    a  i ∙ P  ( X =   a  i ) +    ( n p ) 2 ∙   ∑  i = 1  n  P  ( X =   a  i )


    ∑  i = 1  n    a  i 2 ∙ P  ( X =   a  i ) − 2 n p ∙ n p +    ( n p ) 2 ∙   ∑  i = 1  n  P  ( X =   a  i )


    ∑  i = 1  n    a  i ∙ P  ( X =   a  i ) = E  ( X ) = n · p


    ∑  i = 1  n    a  i 2 ∙ P  ( X =   a  i ) − 2 n p ∙ n p +    ( n p ) 2 ∙ 1


    ∑  i = 1  n  P  ( X =   a  i )


    ∑  i = 1  n    a  i 2 ∙ P  ( X =   a  i ) −     2   n 2   p 2     +   n 2   p 2


    ∑  i = 1  n    a  i 2 ∙ P  ( X =   a  i ) −   n 2   p 2


    n 2 ∙   p 2 − n ∙   p 2 + n p −   n 2   p 2


  − n ∙   p 2 + n p


  n p ( − p + 1 )


  n p q


    ∑  k = 1  n    k 2 ∙ P  ( X = k )   = n 2 ∙   p 2 − n ∙   p 2 + n ∙ p


    ∑  k = 1  n    k 2 ∙ P  ( X = k )


    ∑  k = 1  n    k 2 ∙  (    n   k )   p  k   q  n − k


    ∑  k = 1  n    k 2 ∙   n !   ( n − k ) !     ∙     k !   p  k   q  n − k


   (    n   k )


  n ∙ ( n − 1 ) ∙   ∑  k = 1  n  k ∙   (       n − 2       ) !   (       n − k       ) ! ∙ (       k − 1       ) !   p  k   q  n − k


  n ∙ ( n − 1 ) ∙  [   ∑  k = 1  n     ( n − 2 ) ! ( 1 +  (       k         − 1 ) )   ( n − k ) ! ∙ ( k − 1 ) !   p  k   q  n − k ]


  n ∙ ( n − 1 ) ∙  [   ∑  k = 1  n     ( n − 2 ) !         +          ( n − 2 ) !  ( k − 1 ) )   ( n − k ) ! ∙ ( k − 1 ) !   p  k   q  n − k ]


  n ∙ ( n − 1 ) ∙  [   ∑  k = 1  n    ( n − 2 ) ! ( k − 1 )   ( n − k ) ! ∙ ( k − 1 ) ! ∙   p  k   q  n − k     +       ∑  k = 1  n    ( n − 2 ) !   ( n − k ) ! ∙ ( k − 1 ) ! ∙   p  k   q  n − k ]


  n ∙ ( n − 1 ) ∙  [   ∑  k = 2  n    ( n − 2 ) !   ( n − k ) ! ∙ ( k − 2 ) ! ∙   p  k   q  n − k +   ∑  k = 1  n    ( n − 2 ) !   ( n − k ) ! ∙ ( k − 1 ) ! ∙   p  k   q  n − k ]


  = n ∙  ( n − 1 ) ∙   ∑  k = 2  n     ( n − 2 ) !   ( n − k ) !  ( k − 2 ) ! ∙   p  k   q  n − k + n ∙ ( n − 1 )   ∑  k = 1  n    ( n − 2 ) !   ( n − k ) ! ( k − 1 ) ! ∙   p  k   q  n − k


  = n ∙  ( n − 1 ) ∙   ∑  k = 2  n     ( n − 2 ) !   ( n − k ) ! ∙  ( k − 2 ) ! ∙   p  k   q  n − k + n ∙   ∑  k = 1  n    ( n − 1 ) !   ( n − k ) ! ∙ ( k − 1 ) ! ∙   p  k   q  n − k


  = n  ( n − 1 )   p 2 ∙   ∑  k = 2  n     ( n − 2 ) !   ( n − 2 −  ( k − 2 ) ) ! ∙  ( k − 2 ) ! ∙   p  k − 2   q  n − k + n p       ∙   ∑  k = 1  n    ( n − 1 ) !   ( n − k ) ! ∙ ( k − 1 ) ! ∙   p  k − 1   q  n − k


  = n ∙ ( n − 1 ) ∙   p 2 ∙   ∑  k = 2  n   (    n − 2   k − 2 ) ∙   p  k − 2   q  n − k


  + n ∙ p ∙   ∑  k = 1  n   (    n − 1   k − 1 ) ∙   p  k − 1   q  n − k


   (    n   k )


  = n ∙ ( n − 1 ) ∙   p 2  [  (    n − 2   0 ) ∙   p 2   q  n − 2 +  (    n − 2   1 ) ∙   p 3   q  n − 3 + … +  (    n − 2   n − 2 ) ∙   p  n   q 0 ]


          + n ∙ p ∙  [  (    n − 1   0 ) ∙   p 1   q  n − 1 +  (    n − 1   1 ) ∙   p 2   q  n − 2 + … +  (    n − 1   n − 1 ) ∙   p  n   q 0 ]


  = n ∙  ( n − 1 ) ∙   p 2 ∙    ( p   +   q )  n − 2 + n p ∙    ( p + q )  n − 1


  = n ∙  ( n − 1 ) ∙   p 2 ∙    ( 1 )  n − 2 + n p ∙    ( 1 )  n − 1


  = n ∙  ( n − 1 ) ∙   p 2 + n p


  =   n 2 ∙   p 2 − n ∙   p 2 + n p

