Wie der Funktionsbegriff in die
Schule kam

Martin Mattheis

Der Funktionsbegriff und das funktionale Denken sind aus der heutigen Schulma-
thematik nicht wegzudenken. Damit erhebt sich neben der Frage, wann und wie
unser heutiger Funktionsbegriff entstanden ist, noch die ebenso spannende, wann
und wie er in die Lehrpline Eingang gefunden hat. Der folgende Beitrag wird
beides iiberblicksartig verdeutlichen.

1 Funktionsbegriff und funktionales Denken

Funktionales Denken und der Begriff einer Funktion sind selbstverstdndlicher Be-
standteil der heutigen (Schul-)Mathematik. Bei der 2003 bzw. 2012 in den Bil-
dungsstandards fiir die Sekundarstufen I und II erfolgten Neueinteilung der Schul-
mathematik wurde — anstatt der bisher iiblichen, fachsystematisch begriindeten
Einteilung in Geometrie und Algebra (bzw. in Analysis, Analytische Geometrie
und Stochastik) — eine Einteilung in Leitideen gewahlt. Die Leitideen sollen dazu
dienen, ein ,,Verstdndnis von grundlegenden mathematischen Konzepten zu er-
reichen“.! Wenn man sich vor Augen fiihrt, in wie vielen Studienfichern — nicht
nur aus dem mathematisch-naturwissenschaftlich-technischen Bereich — Funktio-
nen und funktionales Denken eine Rolle spielen, so erscheint die Bedeutung, die
diesem Konzept in den Bildungsstandards eingerdumt wird, mehr als gerechtfer-
tigt.

Eine dieser Leitideen ist der Funktionale Zusammenhang. In den Bildungsstan-
dards der Sekundarstufe IT wird der funktionale Zusammenhang dabei allerdings

1. Bildungsstandards 2003, S. 13.
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etwas einseitig auf den Funktionsbegriff fokussiert?. Vollrath beschrieb 1989 funk-
tionales Denken folgendermafen: ,Funktionales Denken ist eine Denkweise, die
typisch fiir den Umgang mit Funktionen ist.“3 Diese Formulierung taugt zwar
nicht als mathematische Definition, lenkt aber den Blick darauf, dass der mathe-
matische Funktionsbegriff eine echte Teilmenge des funktionalen Denkens darstellt,
was Mathematik-Lehrpersonen bei der Konzeption ihres Unterrichts beriicksichti-
gen sollten.

Die Forderung nach einer Verstirkung des funktionalen Denkens umfasst weit mehr
als nur die Untersuchung verschiedener Funktionen oder Funktionsklassen als ma-
thematische Objekte. Funktionales Denken beinhaltet verschiedene Aspekte, wie
z. B. den Zuordnungsaspekt, bei dem davon ausgegangen wird, dass einer Aus-
gangsgrofe eine Zielgroke zugeordnet wird. Dieser Aspekt kann, muss aber nicht,
anhand einer Funktion verstanden werden. So wird bei der Fliche eines Quadra-
tes auch ohne die Verwendung einer Funktion der Ausgangsgrofe Seitenlinge die
Zielgrofe Fldcheninhalt zugeordnet. Schreibweisen, die den Zuordnungsaspekt her-
vorheben, sind x +— y oder die Verwendung einer Wertetabelle. Ein zweiter Aspekt
des Funktionalen Denkens ist der Aspekt der Anderung (Kovariationsaspekt):
Wenn sich eine Gréfse dndert, dann dndert sich auch eine andere davon abhéngige
GroRe. Bei der Flicheninhaltsformel eines Quadrates A = a? ist der Kovariationsa-
spekt ebenfalls ganz ohne eine Funktion enthalten: Andert man die Seitenléinge, so
andert sich auch der Flacheninhalt. Eine passende Schreibweise zur Hervorhebung
des Kovariationsaspektes wire y = f(x). Ein dritter Aspekt des funktionalen Den-
kens ist der Blick auf die Funktion als Ganzes, also aller Wertepaare, die eine
Bedingung wie z. B. eine Funktionsgleichung erfiillen. Dieser Aspekt wird meistens
anhand eines Graphen manifestiert. Mit der Forderung nach einer ,,Entwicklung
des funktionalen Denkens* bezeichnet man heute in der Fachdidaktik den Ent-
wicklungsprozess von Schiilerinnen und Schiilern, der bei diesen zur Konstitution
eines Funktionsbegriffes fiihrt.*

Nach diesen grundsitzlichen Uberlegungen erheben sich nun die Fragen, wann
funktionales Denken und Funktionen in der historischen Entwicklung der Mathe-
matik die Bithne betraten und seit wann sich die grofte Bedeutung des funktionalen
Denkens auch in den Lehrpldnen hoherer Schulen wiederfindet.

2. Vgl. Bildungsstandards 2012, S. 25.
3. Vollrath 1989, S. 6.
4. Vgl. Vollrath 1989.
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2 Die historische Entstehung des
Funktionsbegriffes

Ein Denken in funktionalen Zusammenhéngen léasst sich bereits auf babylonischen
Keilschrifttafeln finden, auf denen z.B. fiir astronomische Berechnungen Quadrat-
und Kubikzahlen aufgelistet sind. Es dauerte jedoch bis ins 14. Jahrhundert, bis Ni-
colas Oresme (1320-1382) die Idee einbrachte, dass sich jede messbare Grofe — wie
z. B. Geschwindigkeit — ,,als stetig verdnderliche Grofse denken lasse” und auch eine
den heutigen Funktionsgraphen nicht unéhnliche Methode fand dieses graphisch
darzustellen. Galileo Galilei (1564-1642) und Johannes Kepler (1571-1630) verfolg-
ten dann das Ziel, ihre Beobachtungen von Bewegungsbahnen mathematisch zu
beschreiben. Galileis Herleitung des Fallgesetzes wurde und wird oft als klassisches
Beispiel fiir die Entwicklung des funktionalen Denkens herangezogen.®

Zwei wichtige Schritte auf dem Weg zu unserem heute gebrauchlichen Funktions-
begriff waren die Einfithrung der symbolischen Schreibweise in die Algebra durch
Francois Viéte (1540-1603) und die Verbindung der Geometrie mit dieser neuen
Schreibweise zu einer analytischen Geometrie durch Pierre de Fermat (1607-1665)
und René Descartes (1596-1650). In Descartes’ bedeutendstem mathematischen
Werk, der 1637 in franzosischer Sprache erschienen ,,Géometrie®, wurde zum ers-
ten Mal explizit der funktionale Zusammenhang zwischen zwei Grofen durch eine
Gleichung angesprochen.

»|-- -] on peut prendre & discrétion 'une des deux quantités inconnues
x ou y, & chercher lautre par cette équation, [...] Meéme, prenant
successivement infinies diverses grandeurs pour la ligne y, on en trou-
vera aussi infinies diverses grandeurs pour la ligne z, & ainsi on aura
une infinité de divers points [...] par le moyen desquels on décrira la

ligne courbe demandée.“5

»[- - -] man kann daher eine der beiden unbekannten Grofen x oder y
beliebig annehmen und die andere durch diese Gleichung zu bestimmen
suchen. [...] Indem man der Linie y der Reihe nach unendlich viele
verschiedene Grofen beilegt, erhélt man auch unendlich viele fiir die
Linie x, und auf diese Weise unendlich viele Punkte [...] mit Hilfe
deren alsdann die gesuchte krumme Linie beschrieben werden kann.“?

5. Vgl. Kriiger 2000, S. 38ff.
6. Descartes 1637, S. 313.
7. Ubersetzung aus Descartes 1969, S. 17.
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Unter anderem durch Isaac Newton (1643-1727) wurde die bei Descartes noch vor-
handene Beschriankung auf — in heutiger Bezeichnung — algebraische Funktionen
aufgegeben und durch Einsatz der Potenzreihenentwicklung mit den trigonometri-
schen Funktionen auch transzendente Funktionen beschrieben. Unter dem Namen
Fluxionsrechnung entwickelte Newton dann seine Form der Infinitesimalrechnung.
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), der zeitgleich mit Newton seinen Infini-
tesimalkalkiil entwickelte, war der Erste, der 1673 in einer seiner Schriften die
Bezeichnung ,,Funktion“ verwendete. Allerdings unterschied sich die Bedeutung
noch stark von der heutigen: Leibniz meinte mit ,,Funktion* von einem verénderli-
chen Punkt einer Kurve abhingige Strecken (Tangente, Normale, etc.).® In einem
Brief von Johann Bernoulli (1667-1748) an Leibniz findet sich 1694 die folgende,
uns eher vertraut klingende Definition:

»Funktion einer variablen Grofe nennt man eine auf beliebige Art und
Weise aus dieser Variablen Grofe und aus Konstanten zusammenge-
setzte Grofe.“?

Leonhard Euler (1707-1783), Schiiler Johann Bernoullis und mit 866 Fachpublika-
tionen einer der produktivsten Mathematiker aller Zeiten, filhrte diese Idee weiter.
Im Jahr 1748 erschien Eulers bedeutendes Lehrbuch , Introductio in Analysin In-
finitorum“ (Einleitung in die Analysis des Unendlichen). Die Introductio hatte
einen entscheidenden Einfluss auf die Entwicklung der Analysis als eigenstandige
Teildisziplin der Mathematik. Euler machte darin die Analysis zu einer Lehre der
Funktionen. In den Folgejahren erschienen ein zweibdndiges Werk zur Differential-
und ein dreibéndiges zur Integralrechnung.'® In der Introductio definierte Euler
1748 Funktionen folgendermafien:

4. Functio quantitatis variabilis, est expressio analytica quomodocun-
que composita ex illa quantitate variabili, & numeris seu quantitatibus
constantibus.

Omnis ergo expressio analytica, in qua praeter quantitatem variabilem
z omnes quantitates illiam expressionem componentes sunt constantes,
erit Functio ipsius z: Sic a+3z; az —4zz; az+by/(aa —22) ; ¢
&c. sunt Functiones ipsius 2.

z

84 Eine Function einer verdnderlichen Zahlgrds-
se ist ein analytischer Ausdruck, der auf ir-
gend eine Weise aus der verdnderlichen Zahlgrds-

8. Vgl. Kriiger 2000, S. 41ff.

9. Zitiert nach Kriiger 2000, S. 44.
10. Vgl. Sonar 2011, S. 455f.

11. Euler 1748. S. 4.
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se und aus eigentlichen Zahlen oder aus constan-
ten Zahlgrossen zusammengesetzt ist.

Jeder analytische Ausdruck also, welcher ausser der verdnderlichen
Zahlgréfe z nur noch constante Zahlgréfsen enthélt, ist eine Function
von z. So sind z. B. die Ausdriicke a + 32; az — 422; az + bV a2 — 422; ¢*
u.s.w. Functionen von z.“12

Leonhard Euler klassifizierte in der Imtroductio Funktionen in algebraische und
transzendente Funktionen. Erstere teilte er wiederum in rationale und irrationale
ein. Auch die Einordnung rationaler Funktionen in ganze und gebrochene findet
sich bereits in der Introductio.'® Im Prinzip ist die durch ihn vorgenommene Ein-
teilung der unterschiedlichen Arten von Funktionen bis heute im Gebrauch.

In seinen 1755 erschienenen Institutiones calculi differentialis prézisierte Euler
seine Definition einer Funktion sieben Jahre spéter noch einmal:

,Quae autem quantitates hoc modo ab aliis pendent, ut his muta-
tis etiam ipsae mutationes subeant, eae harum functiones appellari
solent; quae denominatio latissime patet atque omnes modos, quibus
una quantitas per alias determinari potest, in se complectitur.“14
»oind nun Grofen auf die Art voneinander abhéngig, dafs keine davon
eine Verdnderung erfahren kann, ohne zugleich eine Verdnderung in
der anderen zu bewirken, so nennt man diejenige, deren Verédnderung
man als die Wirkung von der Verdnderung der anderen betrachtet, eine
Funktion von dieser, eine Benennung, die sich so weit erstreckt, dafs sie
alle Arten, wie eine Grofe durch eine andere bestimmt werden kann,
unter sich begreift.“!°

Nachdem die Mathematiker des 18. Jahrhunderts sich bemiihten, die Analysis als
die Lehre von den Funktionen von der Geometrie zu 16sen und mit Formeln an
die Algebra zu binden, folgte im 19. Jahrhundert mit der zunehmenden Forderung
nach mathematischer Strenge, eine mit dem Schlagwort ,, Arithmetisierung belegte
Anlehnung an die natiirlichen Zahlen und die Arithmetik. Dabei wurde der Funk-
tionsbegriff von der Bindung an eine eindeutig vorgegebene Formel getrennt.'® Im
ausgehenden 19. Jahrhundert l6sten sich Mathematiker wie Karl Weierstraf (1815-
1897) oder Richard Dedekind (1831-1916) dann ganz vom Grofenbegriff, der seit

12. Ubersetzung aus Euler 1983, S. 4.

13. Vgl. Euler 1983, S. 5ff.

14. Euler 1755, S. VI.

15. Ubersetzung aus Heuser 2008, S. 154.
16. Vgl. Liitzen 1999, S. 192f.
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Euler dem Funktionsbegriff zugrunde lag, und setzten in Bezug auf die Analysis
grundlegend auf die axiomatisch definierten reellen Zahlen.'”

3 Entstehung von Lehrplanen

Nachdem sich das funktionale Denken und der Funktionsbegriff vor allem im
19.Jahrhundert zu einem Kernbegriff der Mathematik entwickelt hatten, stellt
sich die Frage, ab wann sich dieses auch in den Lehrplénen hoherer Schulen wie-
derspiegelte. Dazu soll zunichst ein kurzer Uberblick iiber die Entstehung und
Entwicklung von Lehrplénen des héheren Schulwesens gegeben werden.

In dem am 18. Januar 1871 ausgerufenen deutschen Kaiserreich — und erst recht in
der Zeit davor — galt, dhnlich wie heute, die Kulturhoheit der einzelnen Bundesstaa-
ten. Nichtsdestotrotz wurden, die héhere Bildung betreffende Fragen im ganzen
deutschsprachigen Raum miteinander diskutiert. Eine gute Gelegenheit dazu bo-
ten die in ein- bzw. zweijahrigem Rhythmus an wechselnden Orten stattfindenden
Tagungen der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Arzte oder die Versamm-
lungen der deutschen Philologen und Schulménner. Die Gesellschaft Deutscher
Naturforscher und Arzte wurde 1822 gegriindet und hielt jéhrlich an wechselnden
Orten im deutschsprachigen Raum Versammlungen ab, bei denen in Vortrigen
die aktuellen wissenschaftlichen Fortschritte in der Medizin und den Naturwissen-
schaften (und damit auch der Mathematik) ausgetauscht wurden. Die Zielsetzung
bei der Griindung des Vereins deutscher Philologen und Schulménner im Jahre
1837 war es dieses Erfolgsmodell fiir die philologischen Wissenschaften zu kopie-
ren. Gleichzeitig sollte auch ein Zeichen fiir das wachsende Selbstbewusstsein des
entstehenden Gymnasiallehrerstandes gesetzt werden und eine Basis geschaffen
werden, um sich gegen die in der ersten Hélfte des 19. Jahrhunderts neu entste-
henden Realschulen zu wappnen.

Obwohl die einzelnen Bundesstaaten in Fragen der Bildung voéllig selbststdndig
entscheiden konnten, orientierten sich doch insbesondere nach 1871 viele am Vor-
bild Preufsens, dem sowohl flaichenméfig als auch auf die Bevolkerung bezogen mit
Abstand grofiten Bundesstaat. Aus diesem Grunde wird in diesem Beitrag nur auf
die konkreten Verhéltnisse in Preuffen eingegangen. Die erste staatliche Regelung
des hoheren Schulwesens erfolgte in Preuften durch ein ,,Edict vom 23. December
1788 wegen Priifung der auf die Universitdten gehenden Schiiler auch Collation
der Stipendien und anderer Beneficien®. Durch das darin zum ersten Mal verfiigte
Abiturientenexamen wurden einige hohere Schulen, die dieses Examen abnehmen

17. Vgl. Epple 1999, S. 371f.
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durften, vor den iibrigen privilegiert. Das Reifezeugnis wurde zwar nicht notwen-
dig, aber hinreichend zur Immatrikulation an einer Universitit. Eine weitere Be-
deutung kam dem Abiturzeugnis im beginnenden 19. Jahrhundert zu, weil es zu
einer notwendigen Grundvoraussetzung zum Eintritt in den hoéheren Staatsdienst
wurde. Mit diesen beiden Funktionen entwickelte sich das Abiturzeugnis des Gym-
nasiums zu einem Auswahlkriterium zur Rekrutierung der staatstragenden Elite.'®
Erst durch die Abiturpriifungsordnung von 1834 wurde ein Abiturzeugnis zur Im-
matrikulation an einer preufischen Universitét verbindlich vorausgesetzt. Schiiler,
die von Hauslehrern unterrichtet wurden, konnten die entsprechenden Priifungen
extern ablegen.

Da es vor 1788 keine fiir die hoheren Schulen verbindlichen Ordnungen gab, wurde
mit der Erstellung von Lehrpldnen und Abiturprifungsordnungen zu Beginn des
19. Jahrhunderts vor allem versucht die unterschiedlichsten Schulformen zu verein-
heitlichen und mehr und mehr unter die Oberaufsicht des Staates zu stellen. Zur
Frage eventueller Verdanderungen des hoheren Schulwesens wurden in Preufen in
den Jahren 1873, 1890 und 1900 vom Kultusministerium grofse Schulkonferenzen
— zu denen verschiedenste Fachleute eingeladen wurden — organisiert. Die Ergeb-
nisse dieser Schulkonferenzen hatten fiir die preufische Regierung jedoch keinen
verbindlichen, sondern nur beratenden Charakter.

Der Lehrplan von 1882 war der erste, der alle Arten allgemeinbildender héherer
Schulen — humanistische und realistische — in einem Plan zusammenfasste. Mit
dem Lehrplan von 1892 war die Klassifizierung und Strukturierung des héheren
Schulwesens dann endgiiltig abgeschlossen. Es existierten nunmehr nur noch drei
Arten neunjihriger hoherer Schulen: Gymnasien (mit Latein und Griechisch), Re-
algymnasien (mit Latein und modernen Fremdsprachen, vorher: Realschulen 1.
Ordnung) und Oberrealschulen (ohne klassische Sprachen, dafiir eine vermehrte
Stundenzahl in Naturwissenschaften und Mathematik). Zu den neunjdhrigen Vol-
lanstalten existierten noch jeweils sechsjdhrige Nichtvollanstalten (Progymnasien,
Realprogymnasien, Realschulen). Fiir die Ficher Religion, Deutsch, Geschichte,
Erdkunde und Turnen gab es im Lehrplan von 1892 keine inhaltliche Unterschei-
dung zwischen den verschiedenen Arten hoherer Schulen.'®

18. Vgl. Bélling 2010, S. 17
19. Vgl. Mattheis 2000a, S. 12f
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4 Der Funktionsbegriff im Lehrplan héherer
Schulen

Im Folgenden verengen wir die Begrifflichkeiten vom funktionalen Denken zum
Funktionsbegriff als solchen und untersuchen, wann und wie dieser explizit in den
Lehrplénen hoherer Schulen auftauchte. Eine der grundlegenden Fragen bei der
Entwicklung der drei Arten hoherer Schulen im ausgehenden 19. Jahrhundert war
die Frage, welche Inhalte und welche Schulform allgemeine Personlichkeitsbildung
und welche lediglich Fachbildung (im Sinne einer Ausbildung) liefern konnten. In
Punkt 4 der Vorbemerkungen des Lehrplans von 1882 wurde diesbeziiglich fiir die
Oberrealschulen folgendes festgehalten:

,Die lateinlosen Realschulen von neunjéhriger Lehrdauer (Ober-Realschulen)
haben sich im Wesentlichen selbsténdig entwickelt, ohne das im Voraus

ein Normalplan fiir die Stundenzahl und fiir die in den einzelnen Gegen-
stdnden zu erreichenden Lehrziele vorgezeichnet war. In Folge hiervon

sind sie nicht frei von der Gefahr geblieben, durch eine {iberwiegende
Hingebung an die mathematisch-naturwissenschaftliche Seite des Un-
terrichts den Charakter von Fachschulen anzunehmen. Dieser Gefahr
vorzubeugen liegt im dringenden Interesse dieser Schulen; denn nur
insoweit dieselben den thatsdchlichen Beweis liefern, daf auch unter
Beschréankung auf moderne Sprachen der Aufgabe der sprachlich for-
malen und der ethischen Bildung vollstéindig Genlige geschieht, sind
dieselben fihig, als Schulen allgemeiner Bildung neben den Gymnasien

und Realschulen 1. Ordnung zu gelten.“?%

Uber jeglicher Uberlegung nach einer inhaltlichen Erneuerung der mathematischen
Inhalte in Hinblick auf den Funktionsbegriff und funktionales Denken schwebte also
das Damoklesschwert einer Abwertung zu einer reinen Fachschule. Den Funktions-
begriff sucht man in den — kurz dargestellten — mathematischen Inhalten fiir die
Gymnasien des Lehrplans von 1882 vergeblich. Die Behandlung der Differential-
rechnung wurde fiir Gymnasien sogar explizit untersagt.

,»,Die wirkliche Aneignung des mathematischen Wissens und Koénnens
in dem Umfange, welcher als Lehraufgabe des Gymnasiums bezeichnet
ist, reicht nach den ausdriicklichen Erklarungen kompetenter Fachmén-
ner des technischen Gebietes auch zum Eintritte in die technischen
Hochschulen aus. Dieser Umfang ist nicht zur verringern, er ist aber
auch nicht durch Hineinziehen der sphérischen Trigonometrie oder der

20. Lehrplan 1882, S. 237.
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analytischen Geometrie oder gar der Differentialrechnung in den Schul-
«21

unterricht zu erweitern.
Im Lehrplanteil fiir die Realgymnasien und Oberrealschulen wurde die Differential-
rechnung immerhin als an diesen Schulen statthaft — wenn auch nicht verpflichtend
— aufgelistet.

»An den Ober-Realschulen kénnen die Elemente der analytischen Geo-
metrie des Raumes und der Differentialberechnung hinzugefiigt werden.
[...] Der Umfang des mathematischen Unterrichtes ist nach Stunden-
zahl und Lehraufgabe im Wesentlichen ungeéndert gelassen; nur sind
die Elemente der Integralrechnung ganz beseitigt und diejenigen der
Differentialrechnung und der analytischen Geometrie des Raumes nur
an den Ober-Realschulen als statthaft (aber nicht als unbedingt erfor-

derlich) gelassen worden.“?2

Dies ist die einzige Stelle des Lehrplans von 1882, an der in irgendeiner Form ein
Zusammenhang zu Funktionen oder funktionalem Denken hergestellt wurde. In der
Folgezeit manifestierte sich u. a. deshalb die Frage einer zukiinftigen Aufnahme
des Funktionsbegriffs und des funktionalen Denkens in die Lehrpldne der héheren
Schulen in der Frage einer Einflihrung der Differential- und Integralrechnung in den
héheren Schulen.?? Da die hoheren Schulen ihren allgemeinbildenden Charakter
scharf gegen jegliche Fachbildung abgrenzten, war die Frage einer Aufnahme des
Funktionsbegriffs in die Lehrpléne in den folgenden Jahren eng verbunden mit der
Frage, ob die Differential- und Integralrechnung allgemeinbildend sei oder lediglich
Fachwissen darstelle.

In der Neufassung des Lehrplans von 1892 wurden die allgemeinen Lehrziele in
Mathematik an Gymnasien um den ,,Koordinatenbegriff und einige Grundlehren
“24 erweitert, blieben ansonsten aber grofitenteils gleich.
In den methodischen Bemerkungen wurde dazu die Moglichkeit aufgefiihrt, dass

von den Kegelschnitten

,die Schiiler der obersten Klasse in den besonders wichtigen Koordinatenbegriff<2®
eingefiihrt werden durften. Fiir die beiden Realanstalten umfasste der Lehrstoff
fir die Oberprima noch die ,,Elementare Theorie der Maxima und Minima“2,
eine Vereinfachung der grundlegenden Ideen der Differentialrechnung. Der Lehrer

war zum Unterrichten dieser Inhalte allerdings nicht verpflichtet.

21. Lehrplan 1882, S. 256.

22. Lehrplan 1882, S. 262 & S. 266.
23. Vgl. Allmendinger 2014, S. 11.
24. Lehrplan 1892, S. 245.

25. Lehrplan 1892, S. 248.

26. Lehrplan 1892, S. 251.



164 Martin Mattheis

Nach der preufischen Schulkonferenz von 1900 beendete Wilhelm I1.27 in seiner
Eigenschaft als preufischer Konig die grundsétzliche Streitfrage der Bedeutung
der drei Arten hoherer Schulen in Preufen. Er verfiigte als preufsisches Staats-
oberhaupt, ,,dass das Gymnasium, das Realgymnasium und die Oberrealschule in
der Erziehung zur allgemeinen Geistesbildung als gleichwertig anzusehen sind‘.
In dem Erlass Wilhelms II. vom 26. November 1900 wurde ebenfalls die folgende
Hoffnung fiir die Zukunft der unterschiedlichen Arten héherer Schulen formuliert:
,2Durch die grundséitzliche Anerkennung der Gleichwerthigkeit der drei hoheren
Lehranstalten wird die Moglichkeit geboten, die Eigenart einer jeden kriftiger zu
betonen.“ Insbesondere die Anhénger einer Bildung im Sinne der beiden Realan-
stalten, die Mathematik und Naturwissenschaften verstarken und modernisieren
wollten, erhofften sich nun eine grundlegende Erneuerung der Inhalte.?® Von Seiten
der Mathematik bezog sich diese Modernisierung vor allem in der Forderung einer
Aufnahme des Funktionsbegriffs als ein zentrales Element des Mathematikunter-
richts hoherer Schulen. Ein Schwerpunkt sollte hierbei vor allem die graphische
Darstellung von Funktionen sein.

Mit dem Lehrplan vom 29. Mai 1901 wurden die Hoffnungen auf eine Modernisie-
rung der mathematischen Inhalte allerdings nicht erfiillt. Bei der Auflistung der zu
lehrenden Inhalte in Rechnen und Mathematik findet sich bei den Lehraufgaben
des Gymnasiums fiir die Prima zwar ,,der Koordinatenbegriff“2?, den Funktionsbe-
griff sucht man allerdings weiterhin vergeblich. Bei den Lehrzielen von Realgymna-
sium und Oberrealschule erscheint in der Prima — wie bereits 1892 — | Elementare
Aufgaben iiber Maxima und Minima®, dafiir wurde dort der Koordinatenbegriff
nicht explizit erwithnt.?? In den sich im Lehrplan von 1901 an die Auflistung der
Lehraufgaben anschlieffenden ,,Methodischen Bemerkungen fiir Rechnen und Ma-
thematik* erscheint dann im zehnten von zwolf Punkten zum ersten und einzigen
Mal in einem preufischen Lehrplan vor dem ersten Weltkrieg der Begriff einer
Funktion.

»10. In der obersten Klasse wird auf den verschiedenen Lehrgebieten
neben der fortgesetzten Ubung im Lésen von Aufgaben eine zusam-
menfassende Riickschau auf den erledigten Lehrstoff anzustreben sein.

27. Der Monarch war sehr an Fragen des hoheren Schulwesens interessiert und — wohl aufgrund
eigener Erfahrungen aus seiner Gymnasialzeit in Kassel — ein entschiedener Gegner der humanis-
tischen Gymnasien. Wilhelm II. nahm personlich an der zweiten preufischen Schulkonferenz des
Jahres 1890 teil. Auch an der dritten Schulkonferenz des Jahres 1900 wollte er teilnehmen, hatte
seine Teilnahme dann aber aufgrund der erwarteten scharfen Kontroverse iiber die Gleichwertig-
keit der Abschliisse von Gymnasien, Realgymnasien und Oberrealschulen wieder abgesagt. Vgl.
Mattheis 2000a, S. 16ff.

28. Vgl. Mattheis 2000a, S. 17f.

29. Lehrplan 1901, S. 52.

30. Lehrplan 1901, S. 54 & S. 56.
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Dabei wird sich Gelegenheit bieten, den Schiilern ein eingehendes Ver-
stdndnis des Funktionsbegriffs, mit dem sie schon auf fritheren Stufen
bekannt geworden sind, zu erschliefen.“3!

Dieser Punkt 10 der methodischen Bemerkungen steht vollig unabhéngig von dem
kompletten iibrigen Lehrplan. Wo und an welcher Stelle der Funktionsbegriff den
Schiilern ,,auf fritheren Stufen“ begegnet sein konnte, erschliefit sich weder aus den
aufgefiihrten konkreten Inhalten noch aus den methodischen Bemerkungen. Wie
diese Diskrepanz zu l6sen ist, muss hier leider offenbleiben.

5 Reformbewegung und Meraner
Lehrplanvorschlag

Eine der mafsgeblichen Personlichkeiten, die sich nachdriicklich dafiir einsetzte,
das funktionale Denken in den Mathematikunterricht héherer Schulen einzubrin-
gen, war der Gottinger Professor fiir Mathematik Felix Klein (1849-1925). Nach
Stationen an den Universitdten Erlangen (1872) und Leipzig (1880) sowie der
Technischen Hochschule in Miinchen (1875) folgte 1886 seine Berufung an die
Universitdt in Gottingen. Klein setzte sich an allen seinen Wirkungsstétten fiir
eine Modernisierung des universitdren Mathematikunterrichts durch die Einrich-
tung von mathematischen Ubungen und Seminaren, in denen die Studierenden
zu selbststéndigem Arbeiten gebracht werden sollten, sowie fiir die Anlage von
Modellsammlungen und mathematischen Seminarbibliotheken ein.?? Nach seinem
Ruf nach Gottingen war er — in Zusammenarbeit mit dem preufsischen Kultusmi-
nisterium — seit der zweiten Halfte der 1890er Jahre dafiir mitverantwortlich, das
Gottinger mathematische Institut zu einem der weltweit bedeutendsten Zentren
fiir Mathematik aufzubauen. Was die Mathematik angeht, so behielt Gottingen
diese Bedeutung bis zur Vertreibung der jiidischen Wissenschaftler durch die Na-
tionalsozialisten im Jahr 1933.

Wahrscheinlich durch die bestehenden Kontakte zum Kultusministerium wurde
Klein auch als einziger Universitdtsmathematiker zur preufischen Schulkonferenz
von 1900 eingeladen, die mittelbar den Gleichwertigkeitserlass Wilhelms II. zur
Folge hatte. Sowohl in vorher eingereichten Gutachten als auch in seinen Rede-
beitrégen bei der Schulkonferenz forderte Felix Klein die grundlegenden Bereiche
von analytischer Geometrie, Differential- und Integralrechnung sowie darstellender
Geometrie bereits an hoheren Schulen einzufiihren. Dies wére aus seiner Sicht nicht

31. Lehrplan 1901, S. 59.
32. Vgl. Mattheis 2000b, S. 43f.
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nur sinnvoll als Grundlage fiir ein mathematisch-naturwissenschaftlich-technisches
Studium an einer Technischen Hochschule, sondern er sah darin auch eine bessere
Vorbereitung fiir ein Universitdtsstudium der Naturwissenschaften oder der Me-
dizin.?3® Nach der Schulkonferenz hoffte Klein zunéchst, dass seine Ideen und die
Forderung nach einer stirkeren Beriicksichtigung des Funktionsbegriffs im Ma-
thematikunterricht hoherer Schulen in der Neufassung des Lehrplans beriicksich-
tigt wiirden. Dementsprechend war er iiber den 1901 erschienenen Lehrplan ent-
tauscht.?

Die vor allem unter Mathematikern gefiihrte Diskussion hatte dann zur Folge,
dass 1904 bei der 76. Versammlung der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und
Arzte in Breslau eine zwolfkopfige Unterrichtskommission gegriindet wurde, die
sich mit einer aus Sicht der Versammlung notwendigen Reform des mathematisch-
naturwissenschaftlichen Unterrichts befassen sollte. Felix Klein wurde als Vertreter
der Deutschen Mathematiker Vereinigung in die Breslauer Unterrichtskommission
entsandt und wurde der Vorsitzende der mathematisch-physikalischen Subkom-
mission. Schon ein Jahr spéter, bei deren néchster Jahresversammlung, legte die
Unterrichtskommission der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Arzte einen
nach dem Tagungsort Meran benannten Lehrplanvorschlag vor. In seinem Bericht
an die Versammlung erlduterte der Vorsitzende der Unterrichtskommission August
Gutzmer zunédchst die allgemeine Zielsetzung.

»Unter voller Anerkennung des formalen Bildungswertes der Mathe-
matik muf auf einseitige und praktisch wertlose Spezialkenntnisse ver-
zichtet, dagegen die Fahigkeit zur mathematischen Betrachtung und
Auffassung der Vorginge in der Natur und in den menschlichen Le-
bensverhéltnissen geweckt und gekréftigt werden. Demgeméf stellt die
Kommission die Starkung des rdumlichen Anschauungsvermégens und
die Erziehung zur Gewohnheit des funktionalen Denkens als wichtigste
Aufgaben des Mathematikunterrichts hin. Dabei bleibt die Pflege der
logischen Schulung nicht nur unbeeintrachtigt, sondern sie wird bei
der gekennzeichneten Richtung des mathematischen Unterrichts noch

gewinnen.“3?

Inhaltlich sollte nach den im Meraner Lehrplanvorschlag formulierten Vorstellun-
gen der Unterrichtskommission der Mathematikunterricht in der Prima der Gym-
nasien ,,bis an die Schwelle der Infinitesimalrechnung herangefiihrt werden“.3¢ Da

33. Vgl. Mattheis 2000b, S. 55.

34. Vgl. Schubring 2007, S. 5f.

35. Gutzmer 1905, S. 146.

36. Meraner Lehrplanvorschlag 1905, S. 155f.



Wie der Funktionsbegriff in die Schule kam 167

zu dieser Zeit auch innerhalb der mathematischen Gemeinschaft die Frage danach,
ob die Differential- und Integralrechnung allgemeinbildender Inhalt oder doch nur
Fachbildung sei, nicht einheitlich beantwortet wurde, liefs die Unterrichtskommis-
sion hierbei offen, wie weit der einzelne Lehrer dabei gehen sollte.

Bei den konkreten mathematischen Inhalten der einzelnen Jahrgangskurse tauch-
te der Funktionsbegriff dann zum ersten Mal in der Untertertia (entspricht im
neunjihrigen Gymnasium der heutigen Klasse 8) auf. ,,Fortsetzung der Ubungen
in Auswertung von Buchstabenausdriicken unter Heranziehung der negativen Gro-
fen und steter Betonung des funktionalen Charakters der auftretenden Groéfen-
verdnderungen.*®” Von da an ziehen sich funktionale Zusammenhinge und der
Funktionsbegriff durch die weiteren Jahrgangsstufen des Meraner Lehrplanvor-
schlags sowohl in der Arithmetik als auch in der Raumlehre. In den Erlduterungen
wird im Meraner Lehrplanvorschlag erneut betont, dass mit Erziehung zur Ge-
wohnheit des funktionalen Denkens mehr gemeint sei als nur eine Beschiftigung
mit Funktionen.

»Auf diese Weise bleibt Zeit, den Hauptteil der Arbeit auf die Erziehung
zum funktionalen Denken zu verwenden, das bereits durch die propéa-
deutische Behandlung der Arithmetik am Schluft des Quartaunterrich-
tes insofern vorbereitet ist, als dort die Anderung der algebraischen
Ausdriicke, durch Einsetzen verschiedener Werte fiir die einzelnen in
ihnen auftretenden Gréfsen, ganz von selbst sich geltend macht.

2b. Diese Gewohnheit des funktionalen Denkens soll auch in der Geo-
metrie durch fortwihrende Betrachtung der Anderungen gepflegt wer-
den, die die ganze Sachlage durch Gréfsen- und Lagenénderung im ein-
zelnen erleidet, z. B. bei Gestaltséinderung der Vierecke, Anderung in

der gegenseitigen Lage zweier Kreise u.s.w.“38

Schubring kritisierte zu Recht, dass — insbesondere aus dem Blickwinkel der Di-
daktik — der Fokus in Bezug auf die Unterrichtsreformen zu sehr auf den 1905
verdffentlichten Meraner Lehrplanvorschlagen liegt und deren Vor-, Entstehungs-
und Wirkungsgeschichte viel zu wenig Beachtung geschenkt wird.?? Oft wird dabei
auch iibersehen, dass die Meraner Lehrplanvorschldge nur Vorschlage waren, aus
denen fiir die Lehrer zunédchst keinerlei juristische Genehmigung zur Verwendung
oder gar Verbindlichkeit folgte. Die Meraner Lehrplanvorschlége wurden nicht von
einer staatlichen Lehrplankommission eines deutschen Bundesstaates erarbeitet,

37. Meraner Lehrplanvorschlag 1905, S. 159.
38. Meraner Lehrplanvorschlag 1905, S. 163.
39. Vgl. Schubring 2007, S. 1.
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sondern von einer Kommission der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Arz-
te. In Preufen, dem mit Abstand groften und damit in vielen Bildungsfragen
richtungsweisenden Bundesstaat des Deutschen Reiches, wurden die Meraner Lehr-
planvorschlége erst durch die Lehrpldne von 1925 und in leicht gednderter Form
verbindlich. Vorher hatten sie nur den Status von Anregungen, die mit ministeri-
eller Zustimmung an einzelnen Schulen erprobt werden durften.

Felix Klein warb auch nach der Verodffentlichung des Meraner Lehrplanvorschlags
weiter fiir die darin enthaltenen Ideen und machte diese in Lehrveranstaltungen
und Verdffentlichungen einem breiteren Publikum bekannt. Die grundlegende Be-
deutung des Funktionsbegriffs fiir den schulischen Mathematikunterricht findet
sich z. B. auch im ersten Band seiner Elementarmathematik vom héheren Stand-
punkte®® aus, einer Ausarbeitung der gleichnamigen Vorlesung des Wintersemes-
ters 1907/08.

,» Wir wollen nur, daft der allgemeine Funktionsbegriff in der einen oder
anderen Eulerschen Auffassung den ganzen mathematischen Unterricht
der héheren Schulen wie ein Ferment durchdringe; er soll gewifs nicht
durch abstrakte Definitionen eingefiihrt, sondern an elementaren Bei-
spielen, wie man sie schon bei Euler in grofser Zahl findet, dem Schiiler

als lebendiges Besitztum iiberliefert werden.“4!

Die Debatte um eine Erneuerung des mathematischen Lehrplans héherer Schulen
wurde in den folgenden Jahren dann nicht nur in der mathematischen Gemein-
schaft und zum Teil auch sehr emotional weitergefiithrt. Schlagwortartig ging es
dabei dann vor allem um die Frage der Aufnahme von Differential- und Integral-
rechnung sowie von analytischer Geometrie in den Stoffkanon. Weil das Ministe-
rium den gerade erneuerten Lehrplan von 1901 nicht nach ein paar Jahren schon
wieder dndern wollte, dauerte es jedoch bis nach dem ersten Weltkrieg bis 1925
ein neuer Lehrplan erstellt wurde. Ganz in der Intention des Meraner Lehrplan-
vorschlages betonte der Lehrplan vom 4. April 1925 in den methodischen Bemer-
kungen zur Mathematik als allgemeines Lehrziel explizit die Férderung der Raum-
anschauung®? und implizit auch die Entwicklung des funktionalen Denkens.

»- - . Erzielung der Fahigkeit, das Mathematische in Form, Maf, Zahl
und Gesetzmébigkeit an den Gegenstdnden und Erscheinungen der

40. Eine detaillierte Untersuchung von Felix Kleins Elementarmathematik vom héheren Stand-
punkte aus lieferte Allmendinger 2014.

41. Klein 1908, S. 448.

42. Die Forderung der Anschauung war Felix Kleins zweites grofies Ziel bei seinen Anstrengun-
gen zur Reform des Mathematikunterrichts hoherer Schulen. Vgl. dazu Mattheis 2019.
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Umwelt zu erkennen und die gewonnene Erkenntnis selbstdndig anzu-
wenden; insbesondere Entwicklung des rdumlichen Anschauungsvermo-
gens und der Fertigkeit im mathematischen Auffassen der gegenseitigen

Abhéngigkeit verinderlicher Grofenwerte. ... “43

Bei den Lehraufgaben wurde in den methodischen Bemerkungen dann im Punkt
,III. Arithmetik, Algebra und Analysis“ die Bedeutung des Funktionsbegriffs ex-
plizit hervorgehoben. Neben grundlegenden Eigenschaften von Funktionen findet
man dabei ebenfalls den Aspekt der Funktion als Ganzes.

»2. Der in den Mittelpunkt des Unterrichts zu stellende Funktions-
begriff wird zunéchst anschaulich eingefiihrt, um allméhlich schérfer
gefaktt und auf der Oberstufe in allgemeiner Form behandelt zu wer-
den. Schon in UIII [Untertertia] beginnt die Einfithrung in die Grund-
lagen der graphischen Darstellung an praktischen Beispielen. Daran
schliefien sich in rein anschauungsméfiger Behandlung die wichtigsten
Eigenschaften empirischer Funktionen: Stetigkeit, Steigung, Flachenin-
halt. Um eine klare Trennung der Begriffe , Unbekannte und Gleichung'
von den Begriffen , Verdnderliche und Funktion‘ zu erzielen, darf aber
die graphische Darstellung im rechtwinkligen Koordinatensystem erst
nach den Gleichungen ersten Grades mit mehreren Unbekannten be-
handelt werden. Auf allen Stufen, besonders aber in den Mittelklassen,
ist darauf hinzuweisen, dafs bei der Verwertung graphischer Darstel-
lungen die bildliche Wiedergabe nicht Selbstzweck ist, sondern nur ein
Mittel zum Ubersehen eines Funktionsverlaufes. Daneben ist ebenso
das andere Mittel, die Tabelle, in ihrer Bedeutung voll zu wiirdigen.“**

Auch der Streitpunkt um die Frage der Aufnahme der Infinitesimalrechnung in den
Stoffkanon héherer Schulen wurde mit dem Lehrplan von 1925 eindeutig entschie-
den. Im selben Punkt ,IIT. Arithmetik, Algebra und Analysis“ der methodischen
Bemerkungen wurde zum entsprechenden Kalkiil festgehalten: ,,Durch die Einfiih-
rung infinitesimaler Methoden erhalten die Schiiler Kenntnis von dem wichtigsten
Werkzeug der Mathematik. [...]|*> Dies umfasste sowohl die Differentialrechnung
als auch die Bestimmung von einfachen Flachen- und Rauminhalten mit Hilfe der
Integralrechnung. In den folgenden Teilen des Lehrplans wurden fiir die verschie-
denen Arten hoherer Schulen dann noch konkretere Angaben zu den zu lehrenden
mathematischen Inhalten — auch in Bezug auf den Funktionsbegriff — aufgefiihrt.

43. Lehrplan 1925, S. 32.
44. Lehrplan 1925, S. 33.
45. Lehrplan 1925, S. 33.
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Nachdem der Funktionsbegriff und das funktionale Denken 1925 erstmals in die
Lehrplédne hoherer Schulen aufgenommen wurden, blieben sie auch in der Nach-
folgenden Lehrplanentwicklung Kernelemente des schulischen Mathematikunter-

746 und den neuen Lehrplan

richts. Die durch einen Ministererlass vom 20. Mé&rz 193
von 193847 erfolgte grundlegende Umgestaltung des kompletten hoheren Schulwe-
sens in Deutschland im Sinne der nationalsozialistischen Machthaber hatte eine
Vereinheitlichung fast aller hoherer Schulen unter dem neuen Namen ,,Oberschu-
1648 zur Folge, snderte aber nichts an der grundlegenden Bedeutung des Funkti-

onsbegriffs fiir den Mathematikunterricht hoherer Schulen.*?

Eine exemplarische Untersuchung von Lehrpldnen des Bundeslandes Rheinland-
Pfalz der Jahre 1954 und 1984 belegt, dass der Funktionsbegriff und das funk-
tionale Denken auch nach 1945 in diesem Bundesland einen wesentlichen Kern
des schulischen Mathematikunterrichts darstellte.’® Es darf wohl davon ausgegan-
gen werden, dass dies auch fiir die iibrigen Bundesldnder entsprechend extrapoliert
werden kann, zumal in den bundesweit geltenden Bildungsstandards der Kultusmi-
nisterkonferenz der Jahre 2003 und 2012 jeweils eine der grundlegenden Leitideen
mit ,,Funktionaler Zusammenhang“ {iberschrieben wurde.?!

6 Fazit

Als Fazit kann man festhalten, dass nicht nur der Funktionsbegriff in seiner Ent-
wicklung von den ersten Anfdngen bei Descartes iiber Euler bis zu modernen Defi-
nitionen im 19. Jahrhundert einen weiten Weg zu gehen hatte. Auch die Entwick-
lung und Strukturierung des hoheren Schulwesens vollzog sich — beginnend mit der
ersten preufischen Abiturpriifungsordnung vom 23. Dezember 1788 — in einer lang-
wierigen und nicht immer gradlinigen Entwicklung. Im 19. Jahrhundert lag dabei
der Schwerpunkt zunichst in einer Bestandsaufnahme und Vereinheitlichung der
iiberhaupt existierenden und aus Lateinschulen und Biirgerschulen entstandenen

46. Amtsblatt 1937.

47. Lehrplan 1938.

48. Die bisherige Schulzeit der héheren Schulen wurde 1938 von 9 Jahren auf 8 Jahre verkiirzt.
Die Oberschule teilte sich in der Oberstufe in einen sprachlichen und einen naturwissenschaftlich-
mathematischen Zweig. Neben der Oberschule als hauptséichliche héhere Schulform (Sprachen-
folge: Englisch, Latein zuziiglich einer weiteren lebenden Fremdsprache im sprachlichen Zweig)
blieben noch einige wenige Gymnasien als Sonderform bestehen (Sprachenfolge: Latein, Grie-
chisch, Englisch).

49. Lehrplan 1938, S. 187-203ff.

50. Lehrplan 1954, S. 126-136 (,Der Funktionsbegriff und der Abbildungsgedanke sollen den
ganzen Mathematikunterricht durchdringen.“ S. 127), Lehrplan 1984 (,Leitgedanken ..., das
Erfassen von funktionalen Zusammenhéngen, ...“ S. 6).

51. Bildungsstandards 2003, S. 15f. und Bildungsstandards 2012, S. 25.



Wie der Funktionsbegriff in die Schule kam 171

hoheren Schulen. Gegen Ende des Jahrhunderts riickte dann vor allem die Frage
in den Vordergrund, inwieweit die Realanstalten den humanistischen Gymnasien
gegeniiber als gleichwertig anerkannt werden sollten. Nachdem diese Gleichwertig-
keit in Bezug auf die Studienberechtigungen durch den Erlass vom 26. November
1900 festgeschrieben worden war, konnten Mathematiker und Naturwissenschaft-
ler daran gehen den schulischen Unterricht ihrer Facher aktuelleren Erkenntnissen
ihrer Wissenschaften anzupassen. Fiir die Mathematik bedeutete dies vor allem
die Aufnahme des Funktionsbegriffs in die Lehrplédne. Eine entscheidende Rolle in
den Reformbestrebungen spielte der Goéttinger Mathematiker Felix Klein, der mit
Friedrich Althoff iiber enge Kontakte ins preufsische Kultusministerium verfiigte.
Der Erste Weltkrieg, die Urkatastrophe des 20. Jahrhunderts, verzogerte auch hier
die weitere Entwicklung. Damit wurde der preufische Lehrplan hoéherer Schulen
vom 4. April 1925 der erste Lehrplan, der den Funktionsbegriff und das funktionale
Denken als eine grundlegende Idee ins Zentrum des schulischen Mathematikunter-
richts setzte. Diese Bedeutung haben Funktionsbegriff und funktionales Denken
im schulischen Mathematikunterricht bis heute.
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